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Prologo

Este libro fue gesindose a lo largo de tregchdas de cursos de Maica chsica dictados en
el Instituto Balseiro a estudiantes de las carreradslede Ingeniéa Nuclear. Es el resultado final
de las sucesivas notas de clase que en el transcurso de ese tiempo fueron creciendo al incorporar
nuevos temas y aplicaciones y enrigéeciose con los aportes de mis colegasatedra y los
alumnos que tomaron este curso.

El propdsito que me g al darle forma final a estas notas es en primer lugar transmitir a
las generaciones venideras de docentes y alumnos la experiencia adquiridéal graggender
Mecanica chsica, unido al intento de compartir el placer y la belleza que encierra estigl@ap
del conocimiento humano. Nacida en su forma presente con los aportes que Galileo realizara
a comienzos del siglo XVII, revéltodo su potencial en la descripni de la Naturaleza en los
inicios del siglo XVIIl cuando Newton enurtcias leyes que rigen el movimiento de los cuerpos
sometidos a interacciones mutuas. Los comienzos del siglo XIX fueron propicios para potenciar el
formalismo materatico y generalizar el campo de apligatide la Meénica Newtoniana a trég
de las contribuciones, entre otros, de Lagrange, Euler y Hamilton. Finalmente, las dos primeras
décadas del siglo XX fueron testigos delléima gran revolu@n de la Fsica chsica introducida
por Einstein con sus telas de la Relatividad que ampliaroraehbito de aplicaéin de la Meénica
clasica a todo el rango de velocidades y masas de los cuerpos ndgdcosc

El libro est dividido en once capulos donde se desarrollan logtados formales dirigidos a
predecir la evolu@n de cuerpos macraggicos sometidos a interacciones mutuas, y a presentar
las principales aplicaciones.

Un par de textos que han sido referentasibos para escribir este libro y constituyen lecturas
recomendadas a la hora de aclarar o ampliar los temas desarrolladelesamica Clasicade
Herbert Goldstein[1] Mecanicade Lev D. Landau y Evgenii M. Lifshitz[2].

Los temas tratados en este libro y las aplicaciones presentadas @écetigempo habitual de
clases de un semestre de las carreras de gradisida E Ingenida. Algunos temas identificados
como opcionales son desarrollados con mayor detenimiento y profundidad que lo habitual en
beneficio de aquellos lectores especialmente interesados en ellos, y de otros cuya curiosidad por
ver de q@ tratan espero pueda ser recompensada con el placer que emt@stribirlos.

Cada cafiulo se completa con la presentacide ejemplos donde se trata con detalle la apli-
cacbn del formalismo a problemas concretos. Bimo, se proponen ejercicios a resolver por el
lector que le permitan tener una medida de su manejo del tema. Nodestas subrayar la impor-
tancia tanto de comprender los razonamientos y deducciones que llevan a resolver los ejemplos,
como la de ejercitar lo aprendido con la resabucde los ejercicios propuestos.

Todas las referencias biblidgficas pueden consultarse en la Biblioteca del Instituto Balseiro-
Centro Abmico Bariloche.

Este libro presupone que el lector posee conocimierdsicbs de aaisis vectorial algebra
lineal y cdlculo diferencial e integral en una casvariables.
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Capitulo 1

Fundamentos de la Mec anica cl asica

1.1. Introducci On

La Mednica chsica es un intento del hombre por comprender el mundo que lo rodea. Para ello,
se erige en observador del resto del univerés alh de § mismo. Observar significa agmedir
y conservar el registro de lo medido. Pero la inténgio es la de tener "fotogiiak” de partes del
universo en diferentes momentos y circunstancias, sino la de comprender las razones del cambio
en esas iagenes. Nada es inmutable, todo se modifica en torno al observador.

El observador debe tener elementos para registrar con la mayor qnepdsible los otros
componentes del universo. Debe separar entonces los objetos que van a ser motivo de su estu-
dio de ageéllos que usa@ como instrumentos de medida. Definimos entonces tres componentes:
observador, instrumentos de meditiy sistemaisico.

Para que el estudio del sistemaic¢o sea lo ras preciso posible es necesario que la pertur-
bacbn que sobrel causa el instrumento de medida seéaimo. De la misma forma debe ser
minimizada la influencia del observador sobre el instrumento de medida. En el Complemento |
al final de este Cdfulo analizaremos en as profundidad las perturbaciones causadas sobre un
objeto al realizar una medim de alguna de sus propiedades.

¢,Cuales son los objetos que forman el universo de ladvaa chsica? Usando la capacidad
de observaéin del hombre hasta fines del siglo diecinueve, dichos objetos son los cuerpos ma-
teriales, que ocupan un lugar en el espacio tridimensional percibido por nuestros sentidos. Estos
cuerpos pueden subdividirse sucesivamente en fracciones cada@asgrequias hasta alcanzar
un elemento asico que llamaremos patila 0 punto material. Estos puntos materiales no pueden
superponerse, y por yuxtaposioi constituyen todos los cuerpos conocidos. Existen diferentes
tipos de materia, que se manifiestan en las propiedades de un cuerpo y en la forma en que los
cuerpos vecinos perciben su presencia.

EL OBJETIVO BASICO DE LA MECANICA CLASICA ES DETERMINAR EL MECANISMO POR EL QUE LOS
CUERPOS INTERACTAN ENTRE S, Y PREDECIR LA FORMA EN QUE EVOLUCIONARN A CAUSA DE
DICHAS INTERACCIONES

La Medanica chsica deja de lado otro componenésito del mundo tal como lo perciben en
forma directa los sentidos del hombre, cual es la luz. Se asume que la luz no participa ni modifica
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las interacciones entre cuerpos materiales. Veremos al final de este curso que en realidad la luz
posee muchas de las propiedades que en primer lugar se asignaron a la materia, y que no siempre
es posible realizar estudios separados de estos dos componentes del mundo en que vivimos.

1.2. Espacioy tiempo

Los conceptos fundamentales de isida son los de espacio y tiempo. La pdsicde cada
parficula de un cuerpo material queda determinada por tre®ros reales en el espacio tridimen-
sional. La forma ras simple de definir estoimeros es mediante las coordenadas cartesianas
ortogonales: se elige un punto O y tres direcciones mutuamente ortogonales que pasan por el
mismo y llamadas ejes coordenados: las coorden@dasz) son las distancias entre los planos
definidos por pares de dichos ejes y planos paralelos a los mismos que pasan por el punto A. Esos
tres rtumeros ordenadds:;, y, z) definen lo que llamamos el vector posicide la paitula:

—

T =(z,9,2)

y graficamente representa el segmento orientado que nace en el origen de coordenadas O y termina
en el punto P, tal como lo muestra la figura 1.1

R R S

Figura 1.1:Coordenadas cartesianas ortogonales

Compararemos las coordenadas de laigale con las de un testigo que se repita qdida-
mente, por ejemplo la posém del sol en el cielo. Esto es lo que llamamos un reloj y dicha posi-
cion se identifica con una variable llamada tiempo. Suponemos que tanto las coordenadas como el
tiempo son variables continuas representadas {pmenos reales.

La velocidad del cuerpo en cada una de las tres direcciones se define como la tasa @& variaci
de la coordenada respectiva en rabaal tiempo transcurrido. Empleando el concepto de derivada,
el cuerpo posee tres velocidades dadas por:

4



FUNDAMENTOS DE LA MECANICA CLASICA

to) —x(t
dz/dt = lim (ta) — x(t1)
to—t1—0 t2 — tl

con expresiones similares para las velocidades en diregcy =. El vector velocidad queda
definido por:

(1.1)

dr dy dz
dt’ dt’ dt)

Las componentes, y, z del vector posidn o Ias%, %, % del vector velocidad dependen
de la forma en que elijamos las direcciones de los ejes coordenados. Dado un origen O tenemos
infinitas ternas de direcciones mutuamente ortogonales que pasan por el mismo, y para cada una
de ellas halir diferentes componentes que definan el mismo vector.

En la figura 1.2 representamos el casasmsencillo de un vector en un plano, definido en dos
sistemas coordenados.

v =

Figura 1.2:Rotacbn de ejes coordenados en el plano

La rotacbn de los ejes ortogonales enamgulof produce una transformai en las compo-
nentes que definen el mismo vector:

@ = (z,y)
E)/ — (l'/,y,)
donde:
' = xcosh+ysind
y = wycosf —xsind

Esta es una transformaci lineal en las componentes del vector, y representa la ootalel
sistema de ejes coordenados.
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1.3. Obijetivos de la Mec anica cl asica

La Mecanica chsica estudia el movimiento de los cuerpos ma@pisos que se mueven con
velocidades muy peqgiias frente a la de la luz; quedan fuera de su desorigos cuerpos del
orden del tamdo abmico. La Me@nica ciéntica generaliza la Ménica chsica de modo que se
puedan describir fémenos al nivel @mico. La Teora especial de la Relatividad de Einstein pro-
duce la generalizagh de la Meénica chsica para cuerpos que se mueven a velocidades cercanas
aladelaluz.

LA MECANICA CLASICA ES UNA TEORA QUE PERMITE DESCRIBIR EL MOVIMIENTO DE LOS
CUERPOS Y PREDECIR SU EVOLU@N.

Como toda tedn, esh fundamentada en principios surgidos de la obseinaig los febmenos
fisicos. Proponemos un conjunto de principios, @limo posible, y a partir de ellos deducimos
propiedades de la evoluxi de los cuerpos. Mientras nuestras predicciones coincidan con lo que
observamos en la naturaleza esos principios se asuatielos. Cuando se note una discrepancia
debeén ser modificados o reemplazados.

Un concepto bsico de toda teta es que no debe tener elementos arbitrarios. Por ejemplo
no debe haber puntos privilegiados en el espacio sibnrpara ello. Supondremos entonces que
las leyes de laiBica tendan la misma forma en todos los puntos del espacio (esto significa por
ejemplo quefuerza = masax aceleraciéon vale como reladin en todo el universo, pero la fuerza
puede y en general es diferente @egal sea el punto que consideremos). Concretamente, las
leyes en que se basa la teotienen una forma independiente del origen de coordenadas elegido:
por ejemplo, la segunda ley de Newton:

es una expreén independiente del origen elegido para describir el vector posici(t). En el

mismo sentido, cuando existen dos observadores en movimiento relativo el uno respecto del otro,
no hay rabn légica para decidir gén esh en reposo y gén en movimiento. Esto nos lleva a
enunciar el

PRINCIPIO DE RELATIVIDAD: LA FORMA QUE ADOPTAN LAS LEYES DE LA FiSICA ES LA MISMA PARA
TODOS LOS OBSERVADORES EN MOVIMIENTO UNIFORME RELATIVO ENTREIS

No es el mismo caso cuando se consideran observadores en marcos de referencia acelerados,
donde cambidr por ejemplo la forma de la segunda ley de Newton aésale la aparion de
fuerzas ficticias, ligadas a la acelefatde quien observa el movimiento de los cuerpos.

1.4. Sistemas de referencia

El sistema de coordenadas cartesianas ortogonales describe el vect@npdsicin punto
como la combinadin lineal de tres vectores unitarios a lo largo de direcciones mutuamente orto-
gonales:
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T = zéy + yey + z€;

Este sistema no es éhico ni en ocasiones elas conveniente para describir la evobarci
de un punto. Si por ejemplo dicho punto&s$itnitado a moverse sobre una superficiccgsh
sela mas conveniente el sistema de coordenaddasiesst, y en otras circunstancias piderlo el
de coordenadas aildricas.

En coordenadas esicas presentadas en la figura 1.3 los vectores unitarios,ség e,
dirigidos en las direcciones deaximo crecimiento de las coordenadag, ¢ :

T =re,
Por ello, estas direcciones dependen del punto considerado:

de, = dfey + sin fdpe,,

dey = —dbe, + cos Odype,

de, = —sin 0dype, — cos fdpey

Figura 1.3:Coordenadas esficas

En coordenadas @ildricas de figura 1.4 los vectores unitarigse,, esén dirigidos en las
direcciones de @ximo crecimiento de las coordenagas del plano normal al eje. Ahora las
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direccioneg,, e, dependen del punto considerado en tantogjues fija, independiente de dicho
punto:

de, = dp.e,
de, = —dyp.e,
P
I
I
]
I
I
| Z
]
I
I
I
]
]
I
0
I:.\‘
¢ P R S

Figura 1.4:Coordenadas ¢itdricas

Dejamos como un ejercicio expresar la pasigivelocidad y aceleramn de un punto en estos
tres sistemas. Los resultados son:

T (t) = zéy + ye, + zé€;

L
t) = = 7 5, €2
R e e T e
_ 27 (t)  dPz_ >y . APz
=" Tttt et

(L) = r(t)e,

dr(t) dr_ do . . PN
== = aer—l—raeg—l—rsmeae(p
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dQT)(t) d27' do dQO
. _ &7 dr o df s, dpo
a(t) = o2 [dtQ (dt) 7 sin 6( dt) le,
drdg — d*6 dp o
+[2EE+ 7] rsm@cosﬁ(%) Jeg +
dip dr do di o,
) —
2s Hdd+ eddt—i_ Hdtg}@
T (t) = p(t)e, + z(t)e.
dm(t) dp.  dp_  dz_

- —
VO =g =gt gt T g%

dz?(t) d*p dcp
_> f— —_—
dpde  d2p dQZA
g gy g le + Gt

1.5. Cinem atica de una particula

La evolucbn de una partula en el espacio tridimensional queda determinada por dos vectores
independientes uno del otro: su po8iti7 (¢) y su velocidadv' (¢). La aceleradén @ (¢) va a
guedar determinada por la segunda ley de Newton.

La posicbn 7 (t) est definida por el vector radial(t)e, , en tanto que la velocida@® =
vrér + vee; tendi@ en general una componente radj?@r y una tangenciad.¢; tal como vemos
enlafigura 1.5

La componente tangencial define junto cohun plano. Un observador en el origen ve un
desplazamiento de la orientanide la paiitula que puede representar por una rdacilrededor
de un ejez,, normal al plandé;, é,-), con velocidad angular

vy v.sinq

Q:—:
r r

Tanto la direcdn del eje de rotabin como la magnitud de la velocidad quedan determinadas
por el vector llamado velocidad angular

TXT

2

Q= (1.2)

r

donde vemos qu@ tiene la direcdn e, normal al plano de rotagon. Adends, el sentido de
la rotacbn queda definido por el sentido de movimiento del tiréiougue gira desde el vector
7 hacia el7’. A su vez, si conocemos el vector velocidad ang@élpodemos determinar la
velocidad tangencial:
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r—(t +AL)
& = Vi
Ar
A “r r(t) Vr
&,

Figura 1.5:Posicbn y velocidad de una pactla en tres dimensiones

W=0OxT

Dado un cuerpo que sigue una trayectafigt) pasante por un puntd (¢y), podemos suponer
que instarineamente se mueve en el plano definido Pdry), @' (tp). Su aceleraéin en ese
punto tiene una componente radigk, . Podemos aproximar la trayectoria en las cei@sudel
punto7 (to) por un drculo que pasa poF (ty), que es tangente@ (o) y que tiene por radio el
valor Ry tal quea, = v*(tp)/R. De esta forma se describen exactamente la gsigelocidad y
aceleradn radial de la paitula por el solo hecho de moverse enietulo de radioR,. Este es
el llamado eje instaAneo de rotaéin (figura 1.6)

1.6. Leyes de Newton

La fisica aristotlica supom que a cada forma de materia le corresfimunda posidén natural
en el universo, y si se la alejaba de esa ub@ateénda a retornar a la misma a menos que una
accbn externa se lo impidiera. A los cuerpos terrestres les corregpehcentro del universo, de
modo que una piedra lanzada por los airesi@nder y acercarse todo lo que pudiera a ese centro.
La primera ley de Newton reemplaza la diipsis de Ariditeles y tiene como antecedente obser-
vaciones de Galileo, manifestando que para cualquier observador en movimiento no acelerado un
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Figura 1.6:Eje instanineo de rotadin

cuerpo que no edtsometido a acciones externas conserva el estado de movimiento en que se en-
cuentra: permanece en reposo 0 en movimiento uniforme. Como la velocidad de un cuerpo es un
concepto relativo (depende del estado de movimiento del observador), la primera ley de Newton
dice estrictamente que

UN CUERPO NO SOMETIDO A ACCIONES EXTERNAS CONSERVA EL ESTADO DE MOVIMIENTO EN QUE
SE ENCUENTRA CUANDO SE LO OBSERVA DESDE UN SISTEMA INERCIALES DECIR NO
ACELERADO.

Expresada de esta forma, la primera ley de Newton es una preéoripgia determinar un
marco de referencia inercial: si un cuerpo aislado del resto del universo se mueve con velocidad
uniforme, es que lo estamos observando desde un sistema inercial.

La segunda ley de Newton indica que cuando hay acciones externas aplicadas alésterpo,
modifica su estado de movimiento uniforme variando su velocidad. La \@midei velocidad de-
pende del agente externo actuante sobre el cuerpo. En general todos los generadores de fuerzas
son otros cuerpos: seta interacdn gravitatoria entre las masas de dos cuerpos, o la intéracci
electromagética si esin cargados, o un resorte que los une. A la intensidad de lanaseila
llama fuerza, es un vector pues modifica las tres componentes de la velocidad del cuerpo. Si hace-
mos actuar la fuerza generada por un cuerpo sucesivamente sobre otros cuerpos de diferente tamao
pero con las mismas propiedades (por ejemplo la misma ca@gaied), encontramos experimen-
talmente que las aceleraciones producidas tienen la misma @imega@entido pero diferentes
intensidades. La segunda ley de Newton dice entonces que:

VISTO DESDE UN MARCO DE REFERENCIA INERCIALEL CAMBIO EN LA VELOCIDAD DE UN
CUERPO ES PROPORCIONAL A LA FUERZA EJERCIDA SOBFéEL, SIENDO LA CONSTANTE DE
PROPORCIONALIDAD UN ESCALAR CARACTERSTICO DEL CUERPO LLAMADO MASA INERCIAL:
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27

= F(7,t) (1.3)

m

Se comprueba por observaciones de las acciones de varios cuerpos sobre uno dado el principio
de superposiéin de fuerzas:

EL CUERPO EVOLUCIONA COMO SOMETIDO A UNAUNICA FUERZA OBTENIDA DE LA SUMA
VECTORIAL DE LAS FUERZAS INDIVIDUALES.

La segunda ley de Newton es una defimicte fuerza: para determinar el campo vectorial de
fuerzas producido por un ente (por ejemplo varios cuerpos) colocamos un cuerpo en cada punto
del espacio y medimos la acele@tigue sufregsta es proporcional a la fuerza actuante en ese
punto.

La masa inercial es una propiedad del cuerpo. El mismo walidentifica la masa gravitatoria,
gue aparece en la definiei de la fuerza gravitatoria entre dos cuerpos:

? i 712
12 = —gmimz—s—
T2

donde?12 es la fuerza que el cuerpo 1 ejerce sobre eli2;y = 75 — 7 el vector con origen
en 1y extremo en 2 es una constante positiva. Mediciones cuidadosas muestran que la masa
inercial y la gravitatoria son &hticas con una precisi de una parte ern'2.

La tercera ley de Newton es laasmisustanciosa, nos dice que

LAS ACCIONES MUTUAS QUE DOS CUERPOS EJERCEN ENTREBSTAN REPRESENTADAS POR
FUERZAS DE IGUAL MAGNITUD Y DIRECCION Y DE SENTIDOS OPUESTOS

712 = _721

donde?ij representa la fuerza sobre el cuerpo j producida por |®adg! cuerpo i.

Esta ley no es estrictamentélida si consideramos que las interacciones se propagan con
velocidad finita (por ejemplo las interacciones electrondéigas o gravitatorias se propagan con
la velocidad de la luz = 3 x 108m/s). Se definen dos formas para esta ley detacygireacadn
entre cuerpos: la forma fuerte donde las fuerzas adetie iguales y de sentido contrario son
colineales (figura 1.7), y la formaebil donde no lo son y por lo tanto definen una cupla (figura
1.8).

Las interacciones gravitatorias pertenecen a la forma fuerte, las electi@imagra la ébil.

La interaccbn entre dos cuerpos debe depender solamente de las propiedades del par: su coor-
denada relativa”» = 73 — 77, eventualmente su velocidad relativa, = v3 — 77, y propiedades
internas de los cuerpos (cargas, momentos &@s, etc.). En el caso de la forma fuerte las
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y

s I ]

Figura 1.7:Fuerzas colineales

fuerzas estn aplicadas en la direéri 715 y no pueden depender de otras direcciones como la
de la velocidad relativa. Por el contrario, las fuerzas electroftams dependen de la posigiy
velocidad relativa del par de cargas.

Un ardlisis riguroso de las leyes de Newton y una interprétacilternativa de las mismas
puede encontrarse en el texto deélp$Saletan,[3] y en el ddulo de Eisenbud[4].

1.7. Sistemas de una particula

Si tenemos el caso de una pama movendose en un campo de fuerzas conocido, la segunda
ley de Newton permite determinar la posigide la paitula como fundn del tiempa. Para ello
es necesario conocer las condiciones iniciales del movimiento, y por ser la segunda ley de Newton
una ecuadin diferencial lineal de segundo orden debemos fijar la pimsigivelocidad al tiempo
inicial tg < t:

PT R

e
T(t)) = 70
drw
E | t=tg — V0

En el caso general de un sistema de nipalds donde att una fuerza sobre cada una de ellas,
producida por acciones externas y por interacciones entre lasytast tendremos un sistema de
n ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladasientre s

&7
dt?
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£33 e
i
Figura 1.8:Fuerzas no colineales
Ti(to) = Tio
d7; | N
t=tg — V0
dt 0 ’

Va a ser mucho @s dificultoso encontrar las solucion@s(t), y en general sérnecesario
recurrir a la integraéin nunérica de las ecuaciones diferenciales acopladas. Tal es el caso del
problema de los tres cuerpos sometidos a atracciones gravitatorias mutuas.

Hay ocasiones en que la dificultad no reside en obtener las funci®p(@s con la precigin
deseada, sino que estas soluciones son inestables respecto de los valores fijados para las condi-
ciones iniciales: un peqgtie cambio en una posimn o velocidad inicial

| 73(0) = 75(0) [<| 74(0) |

produce para un tiempo de evolérilo suficientemente grande una divergencia entre las posi-
ciones:

| 7i(t) = 7)1/ 1 7i(0) = 75(0) | o0

En estos casos el movimiento e$tieo y carece de sentido dlculo de la evoludn para un
dado conjunto de valores fijados de pa@icy velocidad iniciales, pues en laggticaéstas no se
pueden fijar con precigh absoluta. 8lo tendé relevancia un alisis estatstico de la evoludn
del sistema. Por el momento consideraremos problemas con soluciones estables, dejana® para m
adelante el tratamiento del caos.

La unicidad de la solubn de las ecuaciones de Newton frente a las condiciones iniciales
impuestas es analizada en el trabajo de A. Dhar[5], quien determina las condiciones necesarias y
suficientes para esta unicidad.
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1.7.1. Teoremas de conservaci 6n

Los teoremas de conservanison consecuencia directa de las leyes de Newton y su verifi-
cacbn experimental sirve para comprobar éligs. Para el caso de un cuerpo de masa

EL IMPULSO LINEAL, DEFINIDO F’OR? = m7, ES CONSTANTE EN UNA DIRECCON EN QUE LA
FUERZA APLICADA ES NULA.

La verificacbn es trivial a partir de la segunda ley de Newton:

d2$i(t)
dx;(t
P=m xdi ) = constante

siFy(7,t) =0.

El impulso lineal, tamk@n conocido como cantidad de movimiento 0 momentum, puede uti-
lizarse para reescribir las tres leyes de Newton de una mareesaompacta. Las dos primeras
leyes se resumen diciendo que el impulso lineal de un sistem¥é gariculas no sometido a
acciones externas se conserva:

N
P = Zmlﬁz(t) = constante
i=1

Para el caso de dos piarlas se reduce a:
P = m1 0 1(t) + maUa(t) = constante
que implica:
Pi(t) + ﬁg(t) = constante
entonces:

SB(t) + 5 Palt) =0 (1.4)

La variacbn del impulso lineal de cada una se debe a la presencia de la otra, y puede depen-
der de la distancia relativa entre las fiautas, su velocidad relativa y @anetros propios de las
mismas tales como la masa, carga ekctricag;, etcetera. Al vector que representa esa acdo
llamaremaos fuerza ejercida por una fauta sobre la otra:

d
@?1@) =T
y de (1.4) obtenemos la expréside la tercera ley de Newton:

15
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712 = —?21

Definiremos el torque de una fuerza respecto de un punto cualquiera como el producto vecto-
rial:

N=7xF
y de la misma forma el impulso angular es el producto vectorial:
T = 7xP
= mT X7V (1.5)

dondeT es la distancia de dicho punto a la peuta. Comparando (1.5) con la exp@si(1.2)
para la velocidad angular vemos que el impulso angularlegtdo al movimiento de rotaim de
la parfcula. Multiplicando vectorialmente la ecuanide Newton 1.3 por :

dv _d(7 x P) dT

PXE =T xXm— = _ T xP
" L7 dt dt
El Gltimo termino es nulo, por lo que resulta:
dL
N=—"
dt

De aqu obtenemos un nuevo teorema de conseoraci

EL IMPULSO ANGULAR DE UNA PARTICULA ES CONSTANTE EN UNA DIRECCON EN QUE EL TORQUE
APLICADO ES NULO.

El tercer teorema de conservagirequiere de la definiah de trabajo realizado sobre la
parficula por las fuerzas actuantes sobre ella: cuando lecpkrise mueve a lo largo de la trayec-
toria entre dos puntos 1 y 2 como mostramos en la figura 1.9, el trabajo realizado por las fuerzas
se define por:

2
Wi = / Fd7
1

Esta es una integral curirlea a lo largo de la trayectoria seguida por laipata. Usando la
segunda ley de Newton:

dv 1 dv? 1
Fdm =m 2 wdt = -m%_dt = d(=mwv?)
dt 2 dt 2
entonces:
1
W12 = §m02 |%: T2 — T1 (16)

dondeT = %va se denomina enel@cirética de la partula.
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Figura 1.9:Trabajo realizado por la fuerza aplicada

EL TRABAJO REALIZADO POR LAS FUERZAS ACTUANTES SE TRADUCE EN LA VARIAGDN DE LA
ENERGA CINETICA.

Cuando la fuerza actuante es tal que el trabajo realizado entre los puntos 1y 2 es independiente
del camino seguido se dice que esa fuerza es conservativa, en cuyo caso el trabajo realizado en un
circuito cerrado es nulo:

Wczfcﬁd—):

Si es posible definir una superficie cerrada S para la que la frontera sea la curva C, entonces se
puede aplicar el teorema de Stokes:

]gfd_) _ /S(? « F)ds (1.7)

Definiendo un circuito cerrad@ infinitesimal rodeando un punto del espacio, como (1.7) vale
independientemente del punto y la forma de la curva, debe ser:

VxF =0

Por Gltimo, un campo vectorial cuyo rotor es nulo puede siempre representarse como el gra-
diente de una funodn escalar, entonces las fuerzas que llamaremos conservativas se expresan por:

F=-V=V(7) (1.8)

donde explicitamos el signo menos por conveniencia para la posterior defidiel papel que
juga@ la funcbn V, llamada enerig potencial.
La expresbn (1.8) indica que
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LA FUERZA CONSERVATIVA ACTUANTE EN UNA DIRECCON CUALQUIERA ES LA DERIVADA DE LA
ENERGA POTENCIAL EN ESA DIRECCDN (ESTO ES EL GRADIENTE) CON SIGNO CAMBIADO.

Volviendo a la expreéin (1.6) para el trabajo realizado por la fuerza conservativa, obtenemos
queTy + V4 =Ts + Vs, es decir:

T(7)+ V(T) = constante = E (1.9)

La suma de enetg cirgtica mas enera potencial se llamarenergp total, y el tercer teorema
de conservadin (1.9) dice entonces que

SI LAS FUERZAS ACTUANTES SON CONSERVATIVASLA ENERGIA TOTAL ES CONSTANTE EN EL
CURSO DE LA EVOLUCION TEMPORAL DE LA PARTICULA.

Es conveniente notar quéle estin definidas variaciones de la eriargotencial y no el valor
absoluto, y lo mismo para la enéagirética que cambia con el sistema inercial usado.

1.8. Ejemplos

1.8.1. Proyectil movi éndose en el vacio

Vamos a estudiar el movimiento de proyectiles que se mueven a alturas muyiae fremte
al radio terrestre, de forma que podamos suponer que experimentan una dueleoastante
—g en la direcabn de la vertical local. La atasfera ejerce una resistencia al movimiento del
proyectil manifestada en una fuerza opuesta a la divacdel movimiento y que es una fudai
de la velocidad del cuerpo. En primer lugar dejamos de lado esta fuerza por lo que consideramos
un proyectil de masan moviendose en el vao que es disparado desde la superficie con una
velocidad@’y y direccibn 6, conocidas tal como lo mostramos en la figura 1.10.

Las ecuaciones del movimiento en las dos coordenadason

m =0 (1.10)
m = —mg (1.11)
con condiciones iniciales:
z(t=0)=0 (1.12)
y(t=0)=0 (1.13)
z (t=0) =wvpcosby (1.14)
Y (t =0) = vpsinby (1.15)
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Figura 1.10Trayectoria de un proyectil disparado en eligac

donde usamos la notaci fl—f =z, etc. Las soluciones de las ecuaciones 1.10, 1.11 que satis-
facen las condiciones iniciales son:

x(t) = vpt cos b (1.16)

1
y(t) = —§gt2 + vot sin gy a.17)

Podemos obtener la trayectoria del proyegti# f(x) eliminandot entre (1.16) y (1.17):
gz’

—————— + ztan,
2vg cos? O + 0

y:

Esta es la ecuatn de una pabola que pasa por el origen de coordenadas, tal como vemos en
la figura 1.10. El alcance del disparo es el valor d&+ 0) para el quey = 0:

02
a = -2 sin 26

en tanto la altura se alcanza al tiempo en que se anula

Y= —gt + vg sin by

U
th = =2 sin (90
g

19



MECANICA CLASICA

entonces:
2
(Y
h=y(ty) = -2 sin? 6
y(tn) 5g S %0

El alcance raximo se obtiene para una inclinacity = 45°:

2

Yo
Omix = —
en tanto la altura éxima se logra paré& = 90°:
e = 0
max 29

1.8.2. Proyectil movi éndose en la atm 6sfera. (Opcional)

Al moverse en la atidsfera el proyectil colisiona con las réoulas del aire transfendoles
impulso y ener@a. La consiguiente redud@si en la velocidad del proyectil se describe por medio
de una fuerza de frenamiento dirigida en la diréonae la misma y actuando en el sentido opuesto,
gue no depende de la poginicuando el proyectil se mueve en un medio hoemeg. La tasa de
transferencia de impulso depende de la velocidad del proyectil respecto de ézsila®del aire,
por lo tanto la fuerza de frenamiento es una ft’)nfm = 7(7).

Observaciones experimentales y descripciones de la intéraeatre el fluido y el proyectil
justifican el uso de una ley de potencias para la fuerza de retardo:

—

?ret = —kuv" =
v

Para velocidades pediees menores a5m /s es aceptable una fur@i linealn = 1; para
velocidades mayores hasta la del sonido en el §3@n{/s para aire a predSn y temperatura
normales) es @s adecuada una fula cuadatican = 2; de ali en s la dependencia de la
fuerza de frenamiento en la velocidad se acerca nuevamente a la linealidad[10].

Consideremos el caso de dependencia lineal de la fuerza de frenamiento con la velocidad del
cuerpo. Las ecuaciones (1.10,1.11) se reemplazan por:

I (1.18)

y=—g — Ky (1.19)
dondek’ = k/m, ¢' = g/m; operando sobre (1.18):

L
2 _Kat
X
Ini= —Kt+C
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Figura 1.11Trayectorias de un proyectil sometido a una fuerza de frenamiento lineal con la velocidad, en
funcion del coeficiente de frenamiento y para dos valoresudgllo de disparo

i (t) =eCe Mt
Fijamos el factor constante para que se satisfaga la condiacial (1.14):

i (t) = vg cos fpe 't

Integrando nuevamente obtenemos:

2(t) = % cos by (1 =) (1.20)
La ecuaddn (1.19) puede integrarse una vez:

dy / /
—“ +ky=—-g't
7 + Ky gt+Cq

La constant€’; resultante de la cuadratura se fija a&sde las condiciones iniciales (1.13,1.15):

d
d—?i +k'y =wvgsinfy — g't (1.21)

Esta es una ecudi diferencial inhomognea de primer orden; su soltmigeneral es la suma
de la soluddn de la ecuadin homo@nea% +k'y=0:

yn(t) = Ce ¥ (1.22)
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0.4

o
w

o
[N}

Alcance (m)
Fraccién de energia perdida

01

k' (1/s)

Figura 1.12:Alcance y ener@ perdida por fricéin en el aire como funah del coeficiente de rozamiento

mas una soluéin particular que se propone de la forma

yp(t) = f(t)e

Reemplazando en (1.21):

d /
d—‘}; = M (vpsinby — g't)
resulta:
/
’ Vo . g
f(t) = €'t 7 sinfo + 7 (1 -kt
Finalmente, la solubn general es:
/
—K v . g
y(t) = Ce ¥t 4 ysmﬁo + 07 (1K)

y la de nuestro problema con condigiinicial y(t = 0) = 0:
H= L o+ L) (1— ety _ 9y 1.23

El frenamiento del aire dismindirtanto el alcance como la altura del proyectil. Ahora la
ecuaobn de labrbita no es tan sencilla como en el caso de tiro en ébvac
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/
y(r) = (vosin90+g) °

k' ) g cos O
/ /
g k'x
d n(1 - 7
+k’2 n( Vo cos90>

y el alcance dado paj(x = a) = 0 conviene obtenerlo en forma nénica. En la figura 1.11
presentamos las trayectorias para una velocidad inigigldiferentes valores del coeficiente de
frenamientadt’ y delangulo de disparéy.

Alcance (m)

Figura 1.13Alcance en fundén delangulo de inclinadn para un coeficiente = 0,1s~! de frenamiento
lineal env. El alcance raximo se presenta pafg = 41°22’

Naturalmente, el alcance disminuye a medida que aumenta el coeficiente de frenafrdento
la misma forma que aumenta la eriergedida por el proyectil al aire. La figura 1.12 muestra los
resultados obtenidos.

Porltimo, la figura 1.11 muestra que para valores apreciables del coeficiente de frenamiento
k" es de esperar que el alcancaximo se produzca paémgulos de disparé, menores qués°,
la figura 1.13 muestra el alcance como fimcded, parak’ = 0,151,

La ra®dn reside en que en ausencia de frenamiento el alcafxien ocurre a5°. Al moverse
en la atnbsfera la enefig cedida por el proyectil al aire crece con el camino recorrido, el que a su
vez aumenta con @ngulo de disparo. Por lo tanto eimo se corre angulos menores4b°.

1.8.3. Problema del cohete

Consideremos un cohete que posee una masampuesta de la masa propig mas la masa
de combustiblen,. ElI quemado del combustible produce una exgusie gas con velocidad
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constantey respecto del cohete, y supondremos que la masa expulsada por unidad de tiempo es
constante. Estudiaremos el problema suponiendo que no existen fuerzas externas actuando sobre
el cohete por lo que el impulso lineal total del cohetesrgases expulsados es constante (ver figura
1.14):

P = P,(t) + P4(t) = constante

—{

Y-V

Figura 1.14:Cohete en movimiento al tiempoy diferenciales de masa de gas expulsados a tiempos
anteriores

La variacbn en el impulso lineal del cohete presenta@mino debido a la disminumn de
masa y otro producido por un probable cambio en su velocidad:

Voo Doty +m 22
dt Tt e\ Ty
dme

0
i =

en tanto que el impulso lineal del gas expulsaddavan el intervald, ¢t + dt por el agregado de

masa— 27 dt con velocidad,(t) — v

dp, dm,
& - @ W)

La conservadin del impulso lineal total:

dP. dP,

—2 =0
dt + dt
determina que:
dv. dm,
c” 7, - 1.24
m 7 + 7 v=20 ( )
gue se integraéciimente:
t
0e(t) — 1(0) = —p1n TelD) F Mo
mg(0) +mo

dondemg es la masa propia del cohete, sin combustible. La velocidad final alcanzada cuando se
guema todo el combustible resulta ser:
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Ve(00) = v.(0) + vin my(0) +mo
mo

Analicemos ahora el problema desde otro punto de vista: ¢ RRosejacelera el cohete?: no
hay fuerzas externas por lo que son las fuerzas internas los agentes productores del movimiento.
La magnitud de estas fuerzas internas puede obtenerse mediante la siguiente camsiderati
instantet podemos considerar al cohete constituido por dos cuerposrmnsge con la misma
velocidad como se muestra en la figura 1.15, uno de masa m,4(t + dt) y otro es la masa
| dm | de combustible que seexpulsada &+ dt: el cambio en el impulso del diferencial de masa
de combustible es | dm | v, por lo que la fuerza de reaéci sobre el resto del cohete es:

| dm |

F:
dt

(Y

||

Figura 1.15:Fuerzas de acgh y reacadn entre el cohete y el diferencial de masa de gas expulsado el
tiempot

La segunda ley de Newton para el cohete de ma@a = mg + m,(t) es:

dv,(t)
F=m(t
m(t)—,
y resulta:
| dm | B dve(t)
a ==

gue es equivalente a (1.24).
La primera descripéin considera al cohete como un cuerpo de masa variable, la segunda
supone que en cada instante son dos cuerpos que se separan@odadas fuerzas internas.

1.9. Sistemas de particulas

1.9.1. Coordenadas del centro de masas

Consideramos un sistema @éparfculas como el de figura 1.16, estando cada una de ellas
sujeta a fuerzas externasy alas fuerzas que el resto de lasifzerejercen sobre la misnizsta es
la representadin general de uno o varios cuerpos machpsos, que consideramos constituidos
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por la unbn mas o menosigida de paitulas o puntos materiales. Definimos la masa total y el
punto centro de masas por las relaciones:

N
M = Zmz
=1

N
=1

Figura 1.16Sistema de paitulas, donde se muestra el vector centro de mAsasn vector relativo entre
pariculasr;;

Definimos los impulsos lineal, angular y eniexgciretica y potencial totales del sistema como
la suma de dichas magnitudes sobreNagartculas. Podemos hallar esas expresionegm@nihos
de la coordenada del centro de masasy las coordenadas relativas dédakpagspecto de dicho
punto. Siendo:

=R+ 7
encontramos que:
N
S mi T =0 (1.25)
=1
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entonces el impulso lineal total es:

d7; d7!

N N JB
P = ;mz 7 I;mi[ﬁ‘f‘ dt] (1.26)

d N

EL IMPULSO LINEAL TOTAL DE UN SISTEMA DE PARTICULAS ES EQUIVALENTE AL DE UNA
PARTICULA DE MASA M MOVIENDOSE CON EL CENTRO DE MASAS DEL SISTEMA

El impulso angular total tamén se simplifica usando (1.25):

N /
-, dR 47’
T o= S B 47 x [ 4 4T
SR+ 7 (G + G

N —/

d7"

_ ﬁx?—l—?_lmi?}gx dzl

EL IMPULSO ANGULAR TOTAL DE UN SISTEMA DE PARTICULAS ES EQUIVALENTE AL DE UNA
PARTICULA DE MASA M MOVIENDOSE CON EL CENTRO DE MASAS DEL SISTEMAMAS EL IMPULSO
ANGULAR DE LAS PARTICULAS RELATIVO AL CENTRO DE MASAS.

La enerda cirética total del sistema de panilas es:

—
T

donde:V = %, 7 = 2. El termino cruzado es:

- o T
?d al —/
= %;miri:()
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Luego:

1 1
2 ?
T = §MV + 5 ;:1 m;v; (1.27)

LA ENERGIA CINETICA TOTAL DE UN SISTEMA DE PARTICULAS ES EQUIVALENTE AL DE UNA MASA
M MOVIENDOSE CON EL CENTRO DE MASAS DEL SISTEMAMAS LA ENERGIA CINETICA DE LAS
PARTICULAS RELATIVA AL CENTRO DE MASAS.

Analizaremos ahora el trabajo realizado por las fuerzas actuantes sobre ilaggmaduan-
do el sistema evoluciona de una configubaca otra, representadas por las posiciones dé&/las
parficulas :

1 = {7:(1)}
2 = {7:(2)}
La fuerza total actuante sobre una farka es:
N
=Fi+ 2T
7=1

dondeff es la fuerza externa aplicada a la parai , y E; la fuerza que la paxulaj ejerce
sobre lai.

Vamos a considerar el caso en que todas las fuerzas actuantes son conservativas, es decir
derivables del gradiente de una fuirtiescalar de las posiciones:

Fi ==V, Vi(T)

(2

Tii==VnViu(Ti, 7))
Ademas, por la tercera ley de Newton:
7;‘1' = _?ij

Calculamos el trabajo realizado por el par de fuerzas intefnas f;; cuando desplazamos
las partculasi, j desde sus posiciones inicialeg(1), 75 (1) a las finalesr;(2), 75 (2). El trabajo
total realizado por dichas fuerzas al pasar el S|stema deplas de la configuragn1 a la2 es:

2
Wi;(1,2) = /1 Ji rl,r]d +/ fw ) Ty

— [ Brumar; - dr)
1

2—>
:/ 'L] )d?lj
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La fuerza internsf—i;(?i, 7;) puede generarse como el gradiente de una &mnenerga po-
tencialV;;(7;, 7; ). Por ser una fuerza entre datrtlasi y j no puede depender en forma indepen-
diente de las posicionées;, 7; de las paitulas respecto del origen de coordenadas elegido, s
puede depender del vector relativo;; = 7, — 7; representado en la figura 1.16aMain, su
magnitud no puede depender de las componentes- z; — z; pueséstas esin referidas a las
orientaciones elegidas para los ejes coordenados que son elementos externos al paeutde part
i, j. La energa potencial/;; podia depender entonces gy en general de magnitudes escalares
como la carga élctrica y la masa (independientes del marco de referencia externo).

Vij = Vij(rij)
y la fuerza resulta:

- Vi (r3;)
fiy = —V?j‘/%j(w):—idjw] Vo rij

_dVij(rij) T

dT’z‘j Tij

Retornemos al trabajo realizado por el par de fuerzas intgfinag; cuando son conservati-
vas:

Wij(1,2) = —/ dvs(r”) Zgp, (1.28)
1 Tij Tij

y siendo:—~ ”d Pij = -5d(r) = dry;

2 qVi; (ry;
e = -
= Vij(ri; (1)) — Viz(ri5(2)

dr;j

El trabajo de todas las fuerzas actuantes sobré&lgsriculas es la suma de los realizados
por las fuerzas externasaslos realizados por los pares de fuerzas internasreaiculados:

WwTOTAL (1, 2) ZWEXT (1,2) + Z Wii(1,2)
4,=1(i>j)

Para fuerzas externas e internas conservativas resulta:

WTOTAL(1 2y — Z[Vg(l)—Vi@)]

N
+ > V(1) - V()

i,j=1(i>7)
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Definiendo la eneii@ potencial total como la suma de las eim@sgotenciales generadoras de
las fuerzas externas sobre cadaipala, nas las eneiigs potenciales entre pares de fwaras:

N
V=>ViT)+ > Vilry) (1.29)
i=1 0.5 (i<j)

Conclumos que

PARA FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS CONSERVATIVASEL TRABAJO REALIZADO POR LAS
MISMAS SE PUEDE EXPRESAR COMO MENOS EL INCREMENTO DE LA FUNON ENERGA POTENCIAL
TOTAL.

Resulta entonces:

WEOTAL — v(1) — V(2) (1.30)

Finalmente, definimos la enéegtotal como la suma de (1.27) y (1.29):

E=T+V (1.31)

1.9.2. Ecuaciones del movimiento y teoremas de
conservaci 6n para un sistema de particulas

Las ecuaciones del movimiento de un sistema déqéas son las que provienen de la apli-
cacbn de la segunda ley de Newton a cada una de ellas:

dﬁz F;eaxt N ?
o =Fi S fy (1.32)
j=1j#i
De esas N ecuaciones podemos extraer una guienta de la evolumn del impulso lineal
total: sunandolas

dﬁ di?’; N F;ewt
— = Z = Z i (1.33)
¢ =1 dt =1

Las fuerzas internas no aparecen porgue se anulan de a pares. Reemplazando en (1.33) el
resultado (1.26) obtenemos la ecusrcde evoludn:

N
M@ — S F (1.34)

EL CENTRO DE MASAS SE MUEVE COMO S| LAS FUERZAS EXTERNAS ESTUVIERAN APLICADAS
SOBRE UNA PARTICULA DE MASA M EN DICHO PUNTO.
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Definimos:

CONSTANTE DEL MOVIMIENTO O INTEGRAL DEL MOVIMIENTO DE UN SISTEMA DE PARTCULAS ES
TODA FUNCION DE LAS COORDENADAS Y VELOCIDADES QUE SE MANTIENE CONSTANTE DURANTE
LA EVOLUCION TEMPORAL DEL SISTEMA

Las integrales del movimientoas fciles de identificar y que sonastiles para describir
dicha evoluddbn son la eneiig, el impulso lineal e impulso angular. Aplicando esta defima
(1.34) vemos que:

EL IMPULSO LINEAL TOTAL SERA UNA INTEGRAL DEL MOVIMIENTO EN UNA DIRECCION EN QUE LA
PROYECCON DE LA RESULTANTE DE LAS FUERZAS EXTERNAS SE ANULE

Para obtener la ecu@ci de evoludn del impulso angular total multiplicamos vectorialmente
las ecuaciones del movimiento (1.32) por el vector posiai’; y sumamos sobre las N pantlas:

N y N ?
dP; — dL
T X dtl = T X P, =

i=1

N — N —
S Tix fii+ > Tix fi

4,3 (i#7) 1,7 (1<4) ,5(i>7)
N

.
(75 — 7] % fji

gue se anula cuando las fuerzas de@tyireacadn sean colineales (condici fuerte de la tercera
ley de Newton). En este caso obtenemos

N N
dL

— = T X ?:wt
dt =1

que es la ecuatn de evoludin del impulso angular total. Concluimos entonces que

PARA FUERZAS DE ACCION Y REACCION COLINEALES, EL IMPULSO ANGULAR TOTAL SE
CONSERVA EN UNA DIRECCDN EN QUE LA PROYECCON DEL TORQUE DE LAS FUERZAS EXTERNAS
SEA NULO.

31



MECANICA CLASICA

El teorema de conservaci para la eneig total (1.31) del sistema de parilas se obtiene a
partir de la ecuadin del movimiento para cada pala:

dﬁ) ﬁext N —_—
mi— =F + Z fii
dt =

El trabajo de las fuerzas aplicadas es:

N 2 ext N
Wiy — Z/ FECT)+ Y Flds
=171 J=1(j#0)

- i=1 E)(l) mZdei
1 N
= 5. mi[vi(2)? = vi(1)?]
=1
= Th-T

Este resultado, unido a la expr@sil.30 alida para fuerzas conservativas provee el teorema
de conservaéin de la enerig total:

SI LAS FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS SON CONSERVATIVAS LA ENERIG TOTAL E = T + V DEL
SISTEMA ES UNA CONSTANTE DEL MOVIMIENTQ

1.10. Ejemplos

1.10.1. El problema del hombre y el bote

Un problema de diamica elemental con un resultado aparentemente inesperado es el siguiente[6]:
Un hombre se encuentra en un extremo de un bote, y en el insgtanté comienza a moverse
hacia el otro extremo donde se detiene. Debemos encontrar el desplazamiento total del bote con-
siderando dos situaciones:

a) que no hay fuerzas de rozamiento con el agua, y

b) que existe roce y dicha fuerza es proporcional a la velocidad del bote.

Este es un problema de dos cuerpos sujetos a moverse en una dimensi

Caso a):

No hay fuerzas externas, por lo que el centro de masas del sistema debe permanecer en reposo.
Tal como se muestra en la figura 1.17, tomamos un bote de lori#fittmh su centro de masas en
el punto medio, y fijamos el origen del sistema inercial de coordenadas coincidente con ese punto
en el instante inicial.
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